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MÐ ��U
Cho R l  mët v nh giao ho¡n Noether v  cho F = {Fn}n l  mët hå c¡c

i�¶an trong R. Khi �â ta nâi F l  mët låc cõa R n¸u
(i) F0 = R; Fn+1 ⊆ Fn vîi måi n ∈ Z;

(ii) FnFm ⊆ Fn+m vîi måi m,n ∈ Z.
V½ dö v· c¡c lo¤i låc m  chóng ta th÷íng nghi¶n cùu �â l  låc I-adic

Fn = In, n ∈ N vîi I l  i�¶an cõa R; låc Fn = p(n), n ∈ N l  låc lôy thøa h¼nh
thùc cõa i�¶an nguy¶n tè p trong R; låc Fn = In, n ∈ N l  låc c¡c bao �âng
nguy¶n cõa In; låc Fn =

∑
i≥nRi trong �â R =

∑
i≥0Ri l  mët v nh ph¥n

bªc.
Vîi t l  mët bi¸n tr¶n R v  vîi méi låc F cõa R ta câ ba �¤i sè ph¥n

bªc li¶n k¸t l 

R(F) =
∑
n≥0

Fnt
n ⊆ R[t],

R′(F) =
∑
n∈Z

Fnt
n = R(F)[t−1] ⊆ R[t, t−1] v 

G(F) = R(F)/t−1R(F)

v  ta gåi t÷ìng ùng l  �¤i sè Rees, �¤i sè Rees mð rëng v  v nh ph¥n bªc li¶n
k¸t cõa låc F . Khi F l  I-adic ta th÷íng k½ hi»u c¡c �¤i sè bði R(I),R′(I) v 
G(I) t÷ìng ùng. K¸t qu£ �¦u ti¶n v· x²t t½nh Cohen-Macaulay cõa v nh Rees
ùng vîi låc m-adic l  cõa S. Goto-Y. Shimoda [13] hå �¢ x²t trong tr÷íng hñp
R l  v nh Cohen-Macaulay �àa ph÷ìng vîi i�¶an tèi �¤i duy nh§t m. Ð �â hå
�¢ kh¯ng �ành n¸u dimR ≥ 1 th¼ v nh Rees R(m) vîi m i�¶an tèi �¤i cõa R l 
v nh Cohen-Macaulay khi v  ch¿ khi G(m) l  Cohen-Macaulay v  a(G(m)) < 0
trong �â a(G(m)) l  a-b§t bi¸n cõa v nh ph¥n bªc (theo [14]). S. Ikeda [18] mð
rëng k¸t qu£ tr¶n cho v nh �àa ph÷ìng b§t ký câ chi·u dimR ≥ 1. Sau �â N. V.
Trung v  S. Ikeda [28] t¼m hiºu cho tr÷íng hñp têng qu¡t hìn. Cö thº cho I l 
i�¶an cõa v nh Nother �àa ph÷ìng R,M l  i�¶an tèi �¤i ph¥n bªc duy nh§t cõa
R(I). Khi �â n¸u dimR(I) = dimR + 1 th¼ R(I) l  v nh Cohen-Macaulay
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khi v  ch¿ khi [H i
m(G(I))]n = (0) vîi måi i, n ∈ Z, i 6= dimR, n 6= −1 v 

a(G(I)) < 0. T½nh Cohen-Macaulay cõa c¡c �¤i sè ùng vîi c¡c låc kh¡c công
�÷ñc nhi·u nh  to¡n håc quan t¥m nghi¶n cùu.

Mët c¥u häi tü nhi¶n �°t ra l  t¼m hiºu t½nh Cohen-Macaulay d¢y cõa
c¡c �¤i sè tr¶n. Chó þ r¬ng t½nh Cohen-Macaulay d¢y l¦n �¦u ti¶n �÷ñc giîi
thi»u bði R. P. Stanley [25] cho c¡c mæ�un ph¥n bªc húu h¤n sinh. Sau �â
N. T. C÷íng, L. T. Nh n [8] v  P. Schelzel [24] �¢ nghi¶n cùu lîp mæ�un n y
tr¶n v nh �àa ph÷ìng. T½nh Cohen-Macaulay d¢y �÷ñc �ành ngh¾a cho mæ�un
húu h¤n sinh tr¶n v nh Noether b§t ký bði S. Goto, Y. Horiuchi v  H. Sakurai
[11]. Lîp mæ�un Cohen-Macaulay d¢y l  mð rëng tü nhi¶n cõa lîp mæ�un
Cohen-Macaulay. Vi»c nghi¶n cùu lîp mæ�un Cohen-Macaulay d¢y �âng vai
trá r§t quan trång trong �¤i sè giao ho¡n, H¼nh håc �¤i sè, �¤i sè tê hñp, �°c
bi»t trong vi»c nghi¶n cùu v nh Stanley-Reiner. C§u tróc cõa mæ�un Cohen-
Macaulay d¢y �÷ñc nghi¶n cùu kh¡ rã thæng qua �¦y �õ m-adic, �àa ph÷ìng
ho¡, �°c tr÷ng �çng �i·u [25, 8, 24, 16] v  h» tham sè tèt, h» tham sè dd-d¢y
[6]. T½nh Cohen-Macaulay d¢y cõa �¤i sè Rees ùng vîi låc I-adic tr¶n v nh
�àa ph÷ìng (R,m) �÷ñc nghi¶n cùu trong [7], trong �â I l  i�¶an m-nguy¶n
sì. Trong [26] c¡c t¡c gi£ mð rëng nghi¶n cùu t½nh Cohen-Macaulay d¢y cõa
c¡c �¤i sè Rees ùng vîi låc têng qu¡t hìn.

Möc �½ch cõa luªn v«n l  t¼m hiºu v nh låc, c¡c �¤i sè Rees v  t½nh
Cohen-Macaulay d¢y cõa c¡c �¤i sè Rees. Vi»c t¼m hiºu chi ti¸t mët sè t½nh
ch§t cõa mæ�un Cohen-Macaulay d¢y công l  mët möc �½ch kh¡c cõa luªn
v«n. Luªn v«n tham kh£o ch½nh theo c¡c t i li»u [26], [27], [11], [5], [8], [19].

Luªn v«n �÷ñc bè cöc l m hai ch÷ìng. Ch÷ìng 1 tr¼nh b y v· v nh låc
v  t½nh Noether cõa v nh låc. Ch÷ìng 2 tr¼nh b y v· låc chi·u, mæ�un Cohen-
Macaulay v  mæ�un Cohen-Macaulay d¢y, t½nh Cohen- Macaulay d¢y cõa �¤i
sè Rees.
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Ch÷ìng 1

V nh låc v  t½nh Noether cõa v nh

låc

Ð ch÷ìng n y ta luæn gi£ thi¸t R l  v nh giao ho¡n câ �ìn và v  M l  R-
mæ�un. Mët sè ki¸n thùc c¦n thi¸t ch÷a �÷ñc n¶u trong luªn v«n câ thº tham
kh£o trong [16],[20], [21]. Ch÷ìng n y tham kh£o theo [2], [17], [19].

1.1 V nh låc

Trong möc n y ta s³ giîi thi»u v· v nh Rees, v nh Rees mð rëng v  v nh
ph¥n bªc li¶n k¸t cõa mët v nh låc.

�ành ngh¾a 1.1.1. Cho R l  mët v nh v  {Fn}n∈Z l  mët hå c¡c i�¶an cõa
R. D¢y {Fn}n∈Z �÷ñc gåi l  mët låc c¡c i�¶an cõa R n¸u nâ thäa m¢n c¡c �i·u
ki»n sau:

(i) F0 = R, Fn+1 ⊆ Fn vîi måi n ∈ Z;
(ii) FnFm ⊆ Fn+m vîi måi m,n ∈ Z.
Mët v nh låc l  c°p (R,F) trong �â R l  v nh v  F l  mët låc tr¶n R.

V½ dö 1.1.2. Cho I l  mët i�¶an cõa v nh R v  �°t Fn = In. Khi �â ta câ
låc

R = I0 ⊇ I1 ⊇ I2 ⊇ . . . ⊇ In ⊇ . . .

Låc n y �÷ñc gåi l  låc lôy thøa hay låc I-adic.

V½ dö 1.1.3. Cho R =
∑
i∈Z

Ri l  v nh Z-ph¥n bªc. �°t Fn =
∑
i≥n

Ri th¼ {Fn}n∈Z

l  låc c¡c i�¶an cõa R.
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�ành ngh¾a 1.1.4. Cho R l  mët v nh v  p l  mët i�¶an nguy¶n tè cõa R.
Khi �â lôy thøa h¼nh thùc bªc n cõa p, kþ hi»u l  p(n) �÷ñc �ành ngh¾a l 
pnRp ∩R, n ∈ N.

V½ dö 1.1.5. Cho p l  mët i�¶an nguy¶n tè cõa v nh R. Khi �â vîi måi
m,n ∈ N, pn.pm ⊆ pm+n. Tø �â suy ra pnRp.p

mRp ⊆ pm+nRp. Do �â
(pnRp ∩ R).(pmRp ∩ R) ⊆ pm+nRp ∩ R hay p(n).p(m) ⊆ p(n+m) v  nh÷ vªy
{p(n)}n l  mët låc.

Ti¸p theo ta x²t mët v½ dö v· låc c¡c i�¶an cõa v nh �a thùc k[x] vîi k
l  mët tr÷íng.

V½ dö 1.1.6. Cho Fn = (xd
√
n e), n ∈ N l  mët hå c¡c i�¶an trong k[x]

vîi kþ hi»u d
√
n e l  sè nguy¶n nhä nh§t lîn hìn ho°c b¬ng

√
n . Ta

chùng minh {Fn} l  mët låc c¡c i�¶an cõa k[x]. Tr÷îc h¸t, ta chùng minh
d
√
m+ n e ≤ d

√
m e+ d

√
n e. Rã r ng ta câ d

√
m+ n e ≤ d

√
m+
√
n e.

Khi �â √
m+ n ≤

√
m+

√
n ≤ d

√
m e+ d

√
n e .

V¼ d
√
m e+ d

√
n e ∈ N n¶n d d

√
m e+ d

√
n e e = d

√
m e+ d

√
n e. Do

�â d
√
m+ n e ≤ d

√
m e+ d

√
n e. Ta câ �i·u ki»n (ii) trong �ành ngh¾a låc

l  thäa m¢n. Hiºn nhi¶n �i·u ki»n (i) cõa �ành ngh¾a luæn thäa m¢n. Do vªy
{Fn} l  låc c¡c i�¶an cõa R.

�ành ngh¾a 1.1.7. Cho v nh låc (R,F), vîi låc F = {Fn}n∈Z v  M l  R-
mæ�un. Mët låc c¡c mæ�un con cõa M l  hå {Mn}n∈Z c¡c mæ�un con cõa M
thäa m¢n M0 = M v  Mn+1 ⊆ Mn. Låc {Mn}n∈Z �÷ñc gåi l  t÷ìng th½ch vîi
låc F hay F -låc n¸u FmMn ⊆Mm+n, vîi måi m,n ∈ Z.

V½ dö 1.1.8. Cho R =
∑
n∈Z

Rn l  v nh Z-ph¥n bªc v  M =
∑
n∈Z

Gn l  R-

mæ�un ph¥n bªc. �°t Mn =
∑
i≥n

Gi, khi �â {Mn}n∈Z l  mët F-låc cõa M ,vîi

F = {Fn} nh÷ trong V½ dö 1.1.3.

V½ dö 1.1.9. Cho (R,F) l  v nh låc vîi låc F = {Fn}n∈Z v  M l  R-mæ�un.
�°t Mn = FnM . Khi �â {Mn}n∈Z l  F -låc.

Cho R l  mët v nh låc vîi låc F = {Fn}n∈Z. Ta �ành ngh¾a �¤i sè Rees
cõa R t÷ìng ùng vîi låc F bði

R = R(F) =
⊕
n≥0

Fnt
n.
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Khi �â R(F) �÷ñc xem nh÷ mët v nh con cõa v nh R[t]. Ta công �ành ngh¾a
�¤i sè Rees mð rëng cõa R t÷ìng ùng vîi låc F bði

R′ = R′(F) =
⊕
n∈Z

Fnt
n.

Khi �â R(F) �÷ñc xem nh÷ mët v nh con cõa v nh R[t, t−1]. Ngo i ra, ta
�ành ngh¾a v nh ph¥n bªc li¶n k¸t cõa R t÷ìng ùng vîi låc F bði

G = G(F) =
∞⊕
n=0

Fn/Fn+1.

Nâ l  mët v nh ph¥n bªc vîi ph²p nh¥n c£m sinh bði ph²p nh¥n ¡nh x¤
Fm × Fn −→ Fm+n.

Cho M l  R-mæ�un, M = {Mn}n∈Z l  F -låc c¡c mæ�un con cõa M .
�°t

R(M) =
∑
n≥0

tn ⊗Mn ⊆ R[t]⊗RM

R′(M) =
∑
n∈Z

tn ⊗Mn ⊆ R[t, t−1]⊗RM

G(M) = R′(M)/t−1R(M)

�÷ñc gåi l  mæ�un Rees, mæ�un Rees mð rëng v  mæ�un ph¥n bªc li¶n
k¸t cõa M . Chó þ, �æi khi �º �ìn gi£n ta công vi¸t R(M) =

∑
n≥0

Mnt
n v 

R′(M) =
∑
n∈Z

Mnt
n.

Ta x²t tr÷íng hñp �°c bi»t, gi£ sû v nh R l  v nh giao ho¡n, I ⊆ R l 
i�¶an v  M l  R-mæ�un. Khi �â ta kþ hi»u v nh Rees, v nh Rees mð rëng v 
v nh ph¥n bªc li¶n k¸t ùng vîi låc {InM}n∈Z bði

R(I,M) =
⊕
n∈N

(InM)tn

v 
R′(I,M) =

⊕
n∈Z

(InM)tn

G(I,M) =
⊕
n∈N

InM/In+1M.

Ta sû döng quy ÷îc In = R n¸u n ≤ 0 v  x²t R(I,M) v  R′(I,M) l  nhâm
con cõa

M [t, t−1] = M ⊗R R[t, t−1]
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